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1 Relatia dintre vectori, drepte paralele si puncte
coliniare

Teorema 1. Daci doi vectori U st o din plan sunt paraleli, atunci dreptele
lor suport sunt fie paralele, fie confundate.

Demonstratie. Daca « | ¥, inseamnd ci 0 (@) = 6 (), ceea ce duce la
concluzia ca, aplicati in acelasi punct O, cei doi vectori au aceeasi dreapta
suport d.

Acum, dacd mutam originea vectorului ¥ intr-un punct O’ # O, avem doud
cazuri:

a) Dacid O’ € d, atunci ambii vectori au ca dreaptd suport d;

b) Dacd O’e P\ d, atunci vectorul T are ca dreapta suport pe d’, dar cum
§(W)=6(7), inseamni ca d’ || d.

Asadar, dreptele suport ale celor doi vectori sunt fie identice, fie paralele.

Teorema 2. Fie A, B, C € P si se stie cd AB I 1@ In aceste conditii,
punctele A, B, C sunt coliniare, nu neaparat in aceastd ordine.

Demonstratie. Folosind Teorema 1., este adevirat ca dreptele AB si AC sunt
paralele sau confundate. Dar se stie cd card ABN AC > card {A} = 1, prin
urmare AB si AC nu pot fi paralele. Ceea ce tnseamna ca dreptele sunt con-
fundate, de unde obtinem ca A — B — C sunt coliniare.

Proprietatea 1. Fie d o dreapta si A, B, C € d. Sunt adevarate relatiile:
a) Punctul A apartine segmentului (BC) dacd si numai dacd AB 1 B;
b) Punctul C apartine semidreptei (AB daca si numai dacd E ™M AC.

%
Definitia 1. Doi vectori o st P se_;zumesc liniar independenti dacd nu existd
un numdr \e R pentru care = A,

%
Proprietatea 2. Daci & st 1 sunt doi vectori liniar independenti, atunci

%
directiile lor sunt diferite, adicd 0 (3) #*0 <¢ ) , prin urmare dreptele lor suport
sunt concurente.
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Teorema 3. Fie & st 1 doi vectori nenuli, liniar independenti din plan. Fie

= . L .
¢ un alt vector din plan, atunci existd si sunt unice numerele a, 5 € R pentru
care este adevdrata relatia:

T =a®+ 89

Demonstratie. Existenta: Fie O un punct in care aplicim W, E) si ?, astfel

incat O_1>4 =, O? = 3 si O? = Z) Ducem paralelele prin B la OA si OC,

pe care le notam cu d si g. Astfel, avem dNOA ={M} sidNOC = {N}.
Este adevirat ci existd a€ R, pentru care OM = aOA, fiindca O, A, M

coliniare. Similar, existd g€ R, pentru care OT7 = 60? Dar OM BN este
paralelogram din constructie, prin urmare, conform Regulii paralelogramului:

O?:on_zZl—i-ﬁO?

Inlocuind cu notatiile anterioare:

?:a?+ﬁ$

Unicitatea: Fie («,3), (p,x) € R? doud perechi de numere reale care
satisfac relatia cerutd. Inseamna cd putem scrie conditia:

oW + 8¢ = pW + X0
Adica:
(a-p@d=x-B7"

Presupunem « — p # 0, prin urmare:
s
T = X—B
a—p v

Care contravine cu liniar independenta. Prin urmare o = p. De unde:

—
0

_>
x—B8)v =
_>
De unde, cum ) nenul, x = S.

_>
Definitia 2. O pereche P = (ﬁ, w> de vectori liniar independenti din plan se

numeste o bazd pentru orice alt vector din plan exprimat in functie de acestia.

Proprietatea 3. Doi vectori o st  sunt paraleli, dacd si numai daca existd
un numdr real o pentru care putem scrie U =a¥?.

— —

Proprietatea 4. Fie P (E), b ) o0 bazd in plan. Dot vectori U =mid+n b
ﬁ

st T =mod +n2 b sunt paraleli daca st numai dacd este adevdratd relatia:

mq n1

ma n2
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2 Sisteme de coordonate baricentrice si triliniare
in plan

Definitia 3. Fie P un plan in care fitam AABC. Fie M un alt punct din
planul P. Atunci tripletul (uy,us,uz) reprezintd coordonatele baricentrice ale
punctului P in raport cu AABC daca si numai daca sunt indeplinite conditiile:
a) up +us +us =1;
b) ur A + u2§ + u;;ﬁ M indiferent de reperul ales pentru vectorii de
pozitie.

Definitia 4. Numim sistem de coordonate baricentrice un plan P in care fizam
AABC, cu proprietatea cd fiecare din punctele planului P are o combinatie
unica de coordonate baricentrice.

Proprietatea 5. Dacd M (uq,us,us) este un punct intr-un sistem de coordonate

baricentrice, atunci M este centrul de masd al sistemului de puncte de masd
(ulA,ugB,ugC).

Proprietatea 6. Dacd A(xa,ya), B(xp,yp) si C(zc,yc) sunt reperele unui
sistem de coordonate baricentrice si P (u,us,us3) este un punct in plan. Atunci,
este adevdrat ca:

(xpyp) = u1 (xa,y4) +u2 (xB,yB) + us (xc,yc)

Proprietatea 7. Fie m un sistem de coordonate baricentrice in plan, determi-
nat de AABC. Alegem un punct in plan P (u1,ug,us). In aceste conditii sunt
adevdrate relatiile:

a) uy,ug,uz > 0<= P € Int (AABC);

b) uy = 0,us # O,uz # 0 < P € BC ~ {B,C};

¢)ur #0us =0ug #0<= P € CA~N {C,A};

d) U1 7é 0,us9 7& Ouz >0<«<= P € AB ~ {A,B}

e)u; =0ug =0ug =1<= P =C;

f)ulzl,u2:0,u3:0<:>P:A;

g) up =0us = lu3 =0<= P = B;

h)u; <0Vug <0Vuz<0<= Pec Ext(AABC).

Proprietatea 8. Fie AABC triunghiul care determind un sistem de coordonate
baricentrice w. Alegem M,,My,M. mijloacele laturilor, G centrul de greutate,
O centrul cercului circumscris triunghiului, Lo, Ly,L. picioarele bisectoarelor,
I centrul cercului inscris in triunghi, P,,Py,P. picioarele tnaltimilor si H orto-
centrul triunghiuluz'. Sunt adevdrate expresiile coordonatelor baricentrice:

a) Mo (0,53,3), My (3.0.3), Me (0,3,3);
11 1

b) G (53, 5)

C) 9] ( sin 2A sin 2B sin 2C )
sin 2A+sin 2B+sin 2C ? sin 2A+sin 2B+sin 2C 7 sin 2A+sin 2B+sin 2C

d) L ( ’b+c’b+c)’Lb (c-‘,—a’o’cia) LC (T_Hﬂ%_}rbao);

b
6) I (a+b+c’a+b+c’a+b+c ;
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tg C tg B tg C tg A
f) Pa (O’th+th7th+th)’ Pb (th’+tgA’O’th+tgA)7

tg B tg A .
PC (tg A+tg B'tg A+tg B 70 ’

)H tg A tg B tg C
9 tg A+tg B+tg C’tg A+tg B+tg C'tg A+tg B+tgC

Proprietatea 9. Fie U (uy,us,us), V (v1,02,03) si W (wy,we,ws) trei puncte in
sistemul de coordonate baricentrice w. Avem ca U —V — W sunt coliniare dacd
st numat dacd:

UV2W3 + U203W1 + U3V W = U3V2W1 + UIV3W2 + U2V W3

Observatia 1. In spatele acestei relatii se ascunde un rezultat numit ecuatia
baricentricd, scris folosind notiunea de determinant:

Uy U2 Uz
U1 V2 V3| = 0
wp w2 w3

Definitia 5. Fie AABC un triunghi fizat intr-un plan P si M un punct in acest
plan. Notam ~q,Vp,Ye distantele de la punctul P la BC, C'A, respectiv AB.
In aceste conditii, coordonatele triliniare absolute ale punctului P se noteaza

(’Ya/yba’YC) .

Proprietatea 10. Orice sistem de coordonate baricentrice w este simultan un
sistem de coordonate triliniare o.

Definitia 6. Fie P (Va,7,7.) un punct in sistemul de coordonate triliniare o.
Consideram trei numere reale T4, Ty, Te, PENLTU CATE Vo VbiVe = Ta:Th:Te, N aceste
conditis coordonatele triliniare relative ale punctului P se noteazd (7,:Tp:7e).

Observatia 2. Coordonatele triliniare absolute ale unui punct joacd si rolul
coordonatelor triliniare relative. Orice punct are exact un set de coordonate
triliniare absolute si o infinitate de seturi de coordonate triliniare relative. Nota-
tia coordonatelor triliniare relative a fost introdusd pentru a exprima mai sintetic
coordonatele triliniare ale unui punct, care, sunt mereu utlizate ca masuri ale
unor rapoarte, nu ale unor distante. De aceea, de exemplu, punctul P (2,4,6) se
poate exprima ca P (1:2:3).

Proprietatea 11. Fie P (v4,7,7:) un punct intr-un sistem de coordonate trilini-
are o. Consideram un sistem de coordonate baricentrice m peste sistemul de co-
ordonate triliniare o. In aceste conditii, coordonatele baricentrice ale punctului
P sunt (avq,bvp,¢7c)-

Proprietatea 12. Punctele X (zq:xp:xc), Y (Ya:Up:Ye) St Z (2a:2p:2:) sunt in
planul unui sistem de coordonate triliniare o. Aceste puncte sunt coliniare dacd
st numai dacd este adevaratd relatia:

TalYbZe T ToYcZa T TeYa2b = TeYvZa + TalYe2b + ToYaZe
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Observatia 3. Similar cu coordonatele baricentrice, aceastd relatie provine din
ecuatia triliniara relativd, care se poate erprima:

Tg Tp T

Ya Yo Ye|=0
Za Zb Ze

3 Probleme de paralelism si concurenta rezolvate
vectorial sau baricentric

In cele ce urmeazi, ne vom ocupa de un set de probleme cu enunturi sintetice
care cer demonstrarea unor paralelisme sau coliniaritati, in ale cdror rezolvari
vom folosi cunostintele despre vectori si coordonate baricentrice/triliniare dis-
cutate anterior. Problemele notate cu asterisc (*) pot fi retinute si aplicate
ca rezultate teoretice fara demonstratie in concurs, iar cele notate cu semnul
exclamarii (1) au un grad sporit de dificultate.

Problema *1. Demonstrati ca in AABC, centrul cercului circumscris O, or-
tocentrul H si centrul de greutate G sunt coliniare.

Dreapta lui Euler

Indicatie. Coordonatele baricentrice relative ale celor trei puncte importante
din triunghi sunt:

e O (sin2A:sin2B:sin 2C);

o H(tg A:tg B:tgC);

e G(1:1:1).

Scriind relatia coliniaritatii baricentrice, se rezolva problema.

Problema *2. Demonstrati cd tn AABC, punctul lui Nagel N, centrul cercului
inscris I si centrul de greutate G sunt coliniare.

Dreapta lui Nagel

Indicatie. Punctul lui Nagel N este intersectia dreptelor care unesc un varf al
triunghiului cu punctele de contact ale cercurilor exinscrise cu laturile.
Coordonatele baricentrice relative ale celor trei puncte sunt:

e N(p—ap—bp—oc);
o I (ab:c);
e G(1:1:1).

Scriind relatia coliniaritatii baricentrice, se rezolva problema.
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Problema 3. Notam K punctul lui Lemoine al AABC. Determinati coor-
donatele baricentrice si triliniare relative ale punctului K. Numim punctul lui
Lemoine punctul de concurenta al celor trei simediane intr-un triunghi.

KKk

Solutie. Cum K se géseste la intersectia simedianelor in AABC, el respectd
proprietatea de loc geometric a tuturor simedianelor. Prin urmare, inseamni ca
distantele de la punctul K la laturile triunghiului sunt proportionale cu lungimile
acestuia.

Alegem o un sistem de coordonate triliniare centrat pe laturile triunghiu-
lui in planul P acestuia. In aceste conditii, coordonatele triliniare relative ale
punctului K in sistemul de coordonate o sunt (a:b:c).

Dar, conform proprietatii mai sus mentionate, putem calcula coordonatele
baricentrice ale punctului K in sistemul de coordonate 7, suprapus lui o.

P, (a:bic) = Py (a®:b%:c?)

- — =
Problema 4. Fie S un spativ si O un punct fizxat in S. Fie € ( 1,7, k) un

sistem cartezian cu centrul in O, determinat de trei versori aflati in plane per-
%

pendiculare. Numim T' (ﬁ,d) ,7) sistemul de coordonate proprii ale punctului

P, cu proprietatea cd, dacd Po (a,b,c), atunci vectorii sistemului de coordonate

propriu I': C=ai +aj, v =bj +bk si ¥ =ck +ci. Determinati o

formula de conversie intre coordonatele in sistemul T' si sistemul cartezian ;

Problemd originala

Solutie. Presupunem ci un punct are coordonatele (z,y,z) in sistemul propriu I’
si vrem si i le determindm in functie de coordonatele (a,b,c) in sistemul cartezian
Q. Este adevirat ca:

a?+b7+0?:x(a?+a?)+y<b7+b?)+z(c?+6?)

¥

<

3

Cum versorii | 7, sunt independenti in spatiu, avem sistemul:

a=2xa-+ zc

b=uxa+ yb
c=1yb+ zc
De unde obtinem ca:
b
za+ yb+ zc = #
Adica, gasim:
__ a+b—c
__—a—%-%—&-c
v a72bb+c
z = 45
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Problema 5. Consideram paralelogramul ABCD si G centrul de greutate al
AABC. Fie M pe segmentul (AD) si D pe segmentul (NC). Sa se arate cd
punctele G — M — N sunt coliniare dacd si numai dacd este adevaratd relatia:

CN AM
ND MD
Olimpiada de Matematica, etapa judeteand, 2013, clasa a IX-a

L . . T A —W N
Indicatie. Alegem ca baza (cﬁﬁﬁ) si exprimam vectorii GM si GN in
functie de aceasta, folosind rapoartele orientate si relatiile vectoriale ale centru-
lui de greutate. Aplicam conditia de coliniaritate.

Problema 6. Pe laturile (AB) si (AC) ale AABC' se considerd punctele P si

incat AP — BC ., AQ _ BC 5 . s
Q, astfel incat 35 = Z& $i oc = AB- Notam cu I centrul cercului tnscris in

AABC. Demonstrati ca punctele P — I — @Q sunt coliniare dacd si numai dacd
m (£/BAC) = 90.

Olimpiada de Matematica, etapa locald, Brasov, 2017, clasa a IX-a

Indicatie. Aplicim Reciproca teoremei bisectoarei si Teorema bisectoarei, apoi
exprimam vectorii Pﬁ si P7 in functie de baza (ﬁ,ﬁ) apoi aplicam

conditia de coliniaritate.

Problema 7. Fie ABCD un patrulater convexr si punctele M € (BC), N €
(CD), P e (DA) si Q € (AB) astfel incat:

MB NC PD QA
MC ND PA_ QB M
a) Sa se arate cd daca p =1, atunci M N PQ este paralelogram;

b) Daca MNPQ este paralelogram si p # 1, demonstrati ca ABCD este
paralelogram.

Concursul ,Adolf Haimovici”, real-stiintele naturii, etapa nationald, 2019,
clasa a IX-a

Indicatie. a) Demonstratia sinteticd este bine-cunoscutd, se demonstreaza ci
laturile opuse sunt paralele si egale, fiind linii mijlocii in dou& triunghiuri cu
aceeasi baza.

b) Alegem O un reper in plan. Scriem MN} = Q? si exprimam vectorii in
functie de O? si OD, alesi liniar independenti, si ajungem la B? = E



